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SynopsiS：Let　M　be　a　rotationally　syrnmetric　noncompact　Riemannian　manifold，　We　study血this　article　the
growth　order　of　the　solutions　of　the　equation－△u十Vu＝λu　where△is　the　Lapbc恰n　ofノレ1　ahdγis　a
function　defined　on／W．　By　using　a　new　evaluat血g　fUnction，　we　obtained　a　better　estimate　from　below　fbr　the
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　　　　1．Introduction　and　Theorem．
　　　　Letルt　be　an　n－dimensional　Riemannian　manifold　whose　points　are　represented　by　a　global　coordinate　system
r，ωwhere　ro＜r＜oo7　andω∈Sn－1．　Moreover，　we　suppose　that　the　metric　ofルl　is　given　by　’the　expression
（1）　　　　　　　　　　　d♂ニが＋ρ（r）2d52
whereρ（r）is　a　positive　function，　ds　and　dS－are　the　line　elementS　ofルf　and　Sn一1，　respectively．　Therefore，　we
are　treating　a　manifold　which　is　homeomorphic　to（ro，oo）×Sn－1　and　who6e　metric　is　rotationally　symmetric．＊
　　　　As　is　well　known，　the　Laplacian（Laplace－Beltrami　operator）ofル1　is　given　by　the　expression
（・）　　　　△＝，是、£（・・－1畠）＋か
where　A　is　the　Laplacian　of　Sn－1．　In　the　fbllowing，　we　consider　the　defferential　equation　on　M：
（3）　　　　　　　　　　　　一△u＋V（r，ω）uニλu
（λis　a　positive　constant）which　is　a　generalization　of　the　Schr6dinger　equation　in　the　Euclidean　space．　Speakipg
more　precisely，　we　will　study　the　growth　order　of　the　solution　u＝u（r，ω）as　r→oo　in　connection　With　the　behaVior
ofρ（r）．　We　denote　by　a　dot　the（ordinary　or　partial）differentiation　With　respect　to　r，　and　byノω一1，　sometimes
abbreviated　as∫－1，　the　reciprocal　number　l／∫（r）．
　　　Theorem　1．　Letψ（r）be　a　pOsitive血n（tion　of　r（ro≦r＜oo）whiCh　is　locally　abSolutely　oontinuous
saむisfying
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬ψ（r）dr－・・
　　＊　In　point　of勉t，　it　is　sufHcient　that　only　a　part　ofノレt　has　this　representation，　if　the　unique　continuation　property
is　guaranteed　fbr・the　solutions　of（3）．
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a皿d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　 　 　　 　　ψ（r）－1ψ（r）＋ψ（r）≧一α　　（」for　a．a　large　r）
w1’狽?@some　POsitive　oons右antα．　SupPose　that　the血nctfonρ（r）satisfies　the　f（）lloWing　conditions（i）～（v）：
（i）ρ∈01（r。，・。），ρ（り＞0，ρ（r）≧Oin　r。＜r＜∞，ρ（r）→∞（r→∞）andρfs　1・α助abs・1・tely
　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　00皿右1nuOUS　ln　7「0＜T＜∞，
（ii）　ρ（r）－1ρ（r）＝o（1）　（r→∞），
（i1i）2ρ（r）－1ρ（r）≧ψ（r），　（f（）r　large　r），
（iv）ρ（r）－3ρ（r）3＝・（ψ（r））（r→∞），
（V）　ρ（r）｝ip（r）＝0（ψ（r））　（r→OO，　a．e．　r）．
Ftirthermore，1et
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　y（r，ω）＝yi（r，ω）＋v2（r，ω）
Where　I4（r，ω）a皿d　Il2（r，ω）a肥血皿（ti・ns　whi．ch　satisfy　the　foll・Wing・・nditiOnS
（vi）V、（・，ω）i・real一曲ed，・・n伽・・s　and　1・・助・bS・1・卿・・n伽・・s　fn面・alm・託eve解飯・dω∈Sn’1，　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V、（r，ω）ニ・（1），V1（r，ω）＝・（ψ（r））　（r→・。，　u皿’formly　in　w），
（vii）V2（r，ω）is　oomplex－valued，　bounded　and　measurable，　and　sati白f量es
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V2（r，ω）＝o（ψ（r））　（r→∞，　uniformly　in　w）・
Letλ　be　an　arbitrary　posftfve　oonstant　and　u　be　a皿o皿triVial　and　locallンsquare　integra　ble　solution　of（3）in　the
sense・f・distribution．　Then　weαm伽d・・nstantS　r、（≧質o）and　O（＞0）accσrdi皿g　t・　u，　thereWi’thホhe　f皿equa偽・
（4）　ん。，、＿．。，1・（　）1・闘≧・（∬・xp（一πψ（・）d・）d・－2）（R≧r＊＋・）
holds　whe肥dル1　is　the　meaSU肥ofル｛．
　　　Corollary。　∬in　addfホion
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬ex・（一∠1ψ（・）・・）dr－∞
ホhe丑no　solution　u　of（3）　fs　square　fn右qgrable　exαgPむu≡0．
　　　Remark。　The　condition（vi）can　be　replaced　by　the　weaker　condition
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　　　　　　　 　　　　v、（r，ω）＋ψ一lv、（r，ω）≦ε、（r）
whereε1（r）is　a　positive　function　which　tends　to　O　as　r→∞．
　　　In　Section　3　this　theorem　will　be　compared　with　a　previous　results　by　the　author．
　　　2．Proof　of　Theorem　1．
　　　Through　the　expression
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－1（5）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v（r，ω）＝ρ（r）Tu（r，ω），
we　transfbrm　the　unknown　function　u　into　v．　In　view　of　the　representation（2）for　the△，　we　have　the　equation
f（｝rv：
（6）　綱＋・醐噌：、［V（・，・w）＋（π一1誉π一3）・（・）・’2P（・）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋2ρ（・）｝’P（r）】）v（r・ω）－0（r＞r・，ω・S”’1）・
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　　　　By　a　standard　regularity　argUment（see　e．g．（i］），　u　and　v　are　known　to　belong　to　the　Sobolev　space　H急c（M）
of　the　totality　of　locally　square　integrable　functions　whose　derivatives　up　to　second　order　in　the　sense　of　distribution
are　also　loccally　square　integrable．　From　now　on，　we　regard　v（r，ω）as　a　vector－valued　function　of　r　which　assumes
the　values　in　L2（3π一1），　actually　in　H2（Sn『1）．　We　denote　this　vector－vaiued　fUnction　by　v（r），sometimes　shortly
byv．
　　　　Sin㏄v（r，ω）∈H急c（ノレ1），　the　vector－valued　function　v（r）has　the　strong　derivatives　di（r）and｛》（r）in　L2（Sn｝1）
at　least　at　almost　every　r．　Moreover，　v（r）and　di（r）are　indefinite　integrals　of　di（r）and拶（r）in　the　strong　sense
（the　Bochner　indefinite　integrals）except　for　the　difference　of　constant　vectors（cf．【6】，　S㏄tion　II）．
　　　　We　write　H：＝　L2（sn－1）andの：＝H2（sn『1）．　The　norm　and　inner　product　of　7t　arもdenoted　by　ll　ll　amd
（，），respectively．1“rom　the　fact　mentioned　above，　the　value　of　v（r）is　in　1）and　llv（r）ll　is　a　O1－fUnction　whose
derivative　is
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　券II・（・）1・一・R・・（・（r），b（・））
which　is　locally　absolutely　coritinuous　and　yields　fUrther　differentiation
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　S．T　Re　（v（r），・・（・））－11・・（・）ll・＋R・（v（・），・（・））
at　almost　every　r．　Besides，（Av（r），v（r））is　also　differentiable　at　a．e．　r，　because
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　 　　　 　　　 （Av（r），v（r））＝－ll▽v（r）112
is　locally　absolutely　continuous（▽v　being　the　gradient　on　Sn－1）．　Indeed，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　券（Av（r），v（r））＝2距伽（r），di（r））　（a・…r）・
We　notice　fUrther　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f、，，，。，、＿．。、1・（・，・w）1・dM－∬瑚・（r）ll・d・・
　　　　Let　us　here　introduce　the　multiplication　operators　Q1（r），　Q2（r）：H→Hfor　a．　e．　r：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q・（・）ノ）（ω）一｛V・（・，w）＋（n－1誉　3）・（・）一・P（・）・｝∫（ω），
（7）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q・（・）ノ）（ω）一｛V・（・，ω）＋ηi1ρ（・）－1〃（・）｝∫（ω）・
Then，　the　equation（6）is　writ七en　in　the　fbrm
（8）　　　　　　　　う（r）十ρ（r）－2Av（r）十（λ一Q，（r）－Q，（r））v（r）＝0　　　（a、e．　r　such　that　ro＜r〈oo）．
　　　　Now，　we　define　a　fUnction　F（r）as　fbllows：
（9）　　　　　　　　　F（r）　：llむ（r）II2＋ρ（r）｝2（Av（r），v（r））＋（（λ一Q，（r））v（r），v（r））＋εψ（r）llv（r）112，
ε　being　a　positive　constant　determined　lateL　　F（r）　おareal－valued　locally　absolutely　continuous　fUnction・
greater　part　of　the　proof　of　the　theorem　will　be　dir㏄ted　towards　all　estimate　of　F（r）from　below．
　　　　Set
（・・）　　　　Ψ（・）一・XP（4綱（・〉・・）・
The
We　Wi11　first　prove　the　folloWing　two　lemmas．
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明治大学　科学技術研究所紀要　Vol．38　No．（3）
　　　Lemma　1．　Under　the螂umμf・ns・f　Thθ・rem・1，‘he肥eXists・a　number　r・（≧r・）such‘hat
（・・）　　　　（Ψ（・）F（・））・≧会ψ（・）Ψ（・）11v（・）ll2（・〉・・）・
　　　Proof．　In　order　to　make　the　description　concise，　we　are　often　omitting　the（r）of　v（r）etc．　Put
　　　　　　　l1Q・ll－11Q・（・）1－。ε3ユ、臨ω）＋（n－！1）1（　3）・（・）－2P（・）21
　　　　　　　11Q・HQ・（・）ll－。器、IV・（・，ω）＋π秀1ρ（・）－1〃（・）l
　　　　　　　llQ・ll－11Q・（・）II溜皇、1廟一（　11）i（　3）・（・）－3ρ（・）3＋（　1誉　3）・（・）｝2醐・）1・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　のThen，　from　the　assumptions　of　the　theorem，　llQlll＝o（1），　｝1（～2翻＝o（ψ），　and　llQlll＝o（ψ）　（r→oo）．　Now，
in　virtue　of　the　equation（8），　we　see
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ　　　　　　　　　　　Ψ一1（ΨFン＝F＋ψF
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2Re（　　　　　v，v）十2R£（ρ一2Av，　di）－2ρ一3ρ（A”，の十2Re（（λ一Q，）v，わ）一（Qiv，　v）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋εψ1回12＋2εψRe＠，む）＋ψ｛11di闘2＋ρ一2（Av，の＋（（λ一Q1）v，の＋εψ闘vl12｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝2Re（Q2v，ψ）－2ρ一3ρ（Av，の一（Qiv，　v）＋εtlllvll2＋2εψRe＠，ψ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ψ｛“abll2＋ρ一2（Av，の＋（（λ一Q1）”，の＋εCbllvlI2｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧ψ（1－th－illQ211一ε）11ab閣2一ρ一2（2ρ一1ρ一ψ）（Av，の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ψ（λ一ε一llQill一ψ一i闘Q111－th－111Q211＋εψ一1ψ＋εψ）洞”ll2・
Ifw・・ak・・E・・small・h…＜・＜・and・（・＋・）＜会・h・n，　b・Vi・t…f（卸）≦・，　we一且・d・a・・r・（≧r・）
such　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ΨF）’≧会thtPll・ll・（・≧・・）
holds．　This　proves　Lemma　l。
　　　L。mma　2．嗣er　th。。am。。。nditi。h。　th・・e・exi・t・an・．（≧・、）f・・whi・血
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（r．）＞0．
　　　Pro　of．　We　will　derive　a　oontradiction　by　assuming　that
（12）　　　　　　　　F（・）≦Of・・al1　r≧…
If（12）is　true，　then　we　see　from　Lemma　l　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一Ψ（・）FトΨ（・）F（・）＋∠‘£（Ψ（・）F（・））dS
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧会ズψ（・）Ψ（・）II？（・）”・dS・
The　last　member　is　an　increasing　fUnction　of　t　while　the　first　one　iS　independent　of‘．　Hence　by　making　t→∞
we　get　the　inequality
（・3）　　　－F（・）≧会Ψ（・）一・∬ψ（・）Ψ（・）liv（・川2ds，
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together　with　the　convergen㏄of　the　integral　on　the　right　hand　side・
　　　　If　v（r）vanishes　throughout　some　interval　of　the　fbrm（r2，◎o），　then　on　a㏄ount　of　the　unique　oontinuation
property　of　the　solution　of（3）（see　e．g．14】），　u（r，ω）must　vanish　all　overルI　whiCh　is　contrary　to　the　hypothesis　of
the　theorem．　Tqgether　with　the　continuity　of　v（r），　this　f㏄t　indicates　that　fbr　every　r2（≧rl）one　can　take　all
open　subinterval　I　of（r2，0Q）where　v（r）never　vanishes，　We　set
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（r）＝1・9　11v（r）ll2　f・r・r∈L
Then，　sin㏄
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．　2Re（蓉，の十211bl12　　4｛Re（di，　v）｝2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝　11・ll・　－　11・ll・’
the　Schwarz　inequality　and　the　equation（8）lead　to
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9≧ll寄1・｛一ρ一2（姻一（（・－Q・）v・　v）＋R・（Q・v・・v）－llbl12｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－11蒜1・｛－F＋・・hllvl12＋R・（Q・v・v）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧－11。ll・F＋2（e・b　一　11Q・11）・
But　since　llQ211ニo（ψ）　（r→∞），　r2　can　be　taken　so　large　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εψ一llQ211≧0　　　（r≧r2）
holds．　Therefbre
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2F（r）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（r∈1）（14）　　 　　　 　　　 9（r）≧－
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　llv（r）112
and　hence，　in　particular，　g（r）≧Oin　I．　This　implies　that　g（r）can　not　tend　to－oo　at　a皿y　finite　point，　which
mea皿s　that　v（r）does　not　take　the　value　O　at　any　point　of　I，　even　at　the　finite　end　point　of　I，　if　an｝乙Accordingly，
we　can　take　as　I　the　infinite　interva1（r2，∞）itself　and（14）holdS　f（｝r　r＞r2．　Note　that　g（r）≧Oimplies
（15）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9（s）－9（r）≧一一K（8－r）　　　（r2≦7・＜s＜◎o）
for　some　positive　constant　K．　On　the　other　hand，　the　inequ創ity（13）is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－F（・）≧会Ψ（・）－1∬ψ（・）Ψ（・）♂…ds
and　hence（14）and（15）imply
9（r）≧λΨ（・）一・
閭ﾕ（・）Ψ（・）・…一・・r・ds
≧・Ψ（・）－1
閭ﾕ（・）Ψ（・）・一κ・・－r・d・・
（r≧r2）
Therefore，　integrating　the　above　inequality　one　gets
　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊ρ（R）≧・・n…＋λ∬Ψ（・）－1∬ψ（・）Ψ（・）・－K（・“’r）dSdr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－・・n…＋λ∬ψ（・）Ψ（・）・－K（・一・・’　y（：Ψ（・）－1eK（r’r2）d・d・・
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S…eΨ（・）一・xp（Aψ（・）・・）・・－i・・－i・g血・・…nt・・w・v…n・has
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊ρ㈹≧・・n・・＋・∬ψ（・）・一κ画・A・κ価・舳
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一・・…＋iil∬ψ（・）（・一・－K（・“・・’）d・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・・n・・＋会（・一・一κ）∠雲、ψ（・）d・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝Oo．
This　shows　bm　g（r）＝oo　and　hence　lim　llv（r）II＝oo．　But　this　contradicts　the　convergence　of　the　integtal　in（9）．
　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　
Hence　there　must　exist　a　number　r宰（≧rl）fbr　which　F（r寧）＞0．
　　　Remark．　The　argument　used　in　this　proof　is　an　application　of　that　of　S．　Agmon【2】which　studied　the
Schr6dinger　equation　in　the　Euclidean　spa£es．
　　　Now　we　continue　the　proof　of　the　theorem．　Set　O1＝Ψ（r．）F（r零）．　ObViously　Cl＞O　and　from　Lemmas　1　and
2，it　is　concluded　that
（16）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（r）≧01Ψ（r）｝1　　　（r≧r寧）．
Thus　we　have　obtained　an　estimate　from　below　fbr　F（r），　but　F（r）contains　the　derivative　of　the　solution．　In　order
to　get　the　estimate　for　the　solution　itself，　we　Will　make　use　of　the　idea　of　Agmon【3】．
　　　Let　us　choose　a　family　of（メ～fUnctionsσR（りwhich　depend　on　a　real　parameter　R（≧r寧十2）as　fbllows．
Moreover，　we　require　that　lb．（r）l　and
R．SuchσR　can　be　easily　constructed．　Then
　　　　　　　　　　　　　l∬　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　σR｛llb
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　σR｛lli，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
Hence　from（16）it　follows
　　　　　　　O1．∠二二1Ψ一・dr≦ノ（ニマFdr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦∬・RFdr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－∬1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦∬1
0≦σR（r）≦1（r．≦r＜o。），
σR（r．）＝δR（r．）；0，
σR（r）＝0（R≦r＜oo），
σR（r）＝1（ri＋1≦r≦R－1）．
IUR（r）l　are　bounded　from　above　by　a　constant　which　does　not　depend　on
…11・ll・d－［・・II・ll・＋・・券1回1・】£＋1∬・・、lti・II・II・d・
∠　 l2＋蜘）｝・・
　 ∠　112一ρ一2（姻一R・（（λ一Q・一鯛｝d・
　　　　fr・・｛F－2ρ一2（卸）一・（（λ一Q・圃＋R・（鯛一・ψll轍
［－URII・ll2＋・R｛2ρ一2（Av，　v）＋2（（λ一Q1）v，・v）－R・（Q・v，　v）＋・ψll・ll2｝］dr
［　1δRl＋σR（2λ＋211Q1　ll＋11Q211＋εψ）］11vIl2dr・
32
ARemark　on　the　Schrδdin　er－T　e　E　uation　on　Manifolds　I
sinceΨ≧1and　llQill，11　Q2　11，ψand　oR　are　bounded　functions　of　r」we　eventually　get
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬llv（・）ll…≧・（∬Ψ（・）一・d・－2）（R≧r“＋2）
where　O　is　some　positive　constant．　Therefbre，　we　obtain
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん。＿．。｝1・（・，・W）1・dM－Xlii・（r）ll…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≧・（∬Ψ（・）一・d・・－2）（R≧r・＋2）・
This　completes　the　proof　of　Theorem　1．
　　　　3・Comp㎝ison舳previous　res皿t．　Example．
　　　　Theorem　l　is　an　extension　of　a　similar　theorem　previously　obtained　by　the　author　which　we　like　to　sketch　here．
　　　　Theorem　O（【5；Theorem　ID．　Assume
（i）’　ρ→∞　（r→Oo），　ρ≧0，
　（ii）’　　　ρ『1ρ　＝　o（1）　　　　（7●　→　oo），
　（iii）’　　ρ　＝　0（〆））　　　　（79　→　OO），
（i・）’V＝V・＋V2，　V、（r，ω）ニ・（1），　Vi（r，ω）＝・（ρ一1ρ）（・→・。，・肋・助），
（・）’V2（・，ω）＝・（ρ一1ρ）（・→・・，・niformly）．
Th・皿，　f・r　any皿・nt商・11・（nlly　sq・a・℃inむeg・able　s・1uむf・鈍・fぐ3）and・ny・number　k（0＜k〈2）there舳孟
r．，Oand　O’suc揖ha亡
（・7）　ん。，、＿。｝1・1・dM≧・∬・（・）一・d・一・’（R≧r＊＋2）・
　　　　We　note　that　Theorem　O　corresponds　to　the　particular　choiceψ＝kρ一1ρin　Theorem　1，　In　genera1，00nditions
（iv）and（v）of　Thoerem　1趾e　stronger　than（hi）’of　Theorem　O．　So　are　the　conditions　on　Vl　and　V2．　As　a　result，
T贈・em　l　gi・es・b・tt・・estim・t・・1・f・・t，　i…d・・t・9・t　th・ab・e・㏄・f　L2　s・1・ti・n・，・n・m耐assum・th・t
fB・ω一kd・・一・・if・n－es　Th…emαB・・一・・…・・f・n・・can－・pP・・pri…ψ・ns・Ut・f
kρ｝1ρ．We　will　give　here　an　example　ofρfor　which　Theorem　l　iS　effective．
　　　　Example．　For　breVity，　we　denote　the　m－times　iterated　logarithm　by　logM　r（m≧1），　namely，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　logM　r＝　log　log。・。log　7㌦
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mtimes
Letβbe　a　constan七，0＜β＜毒and　m　be　an　arbitrary　positive　integer．　Set
ρ（・）＝・・β，
　　　　　　　　　　　　　　　　1
ψ（r）＝
　　　　　　rlog　r・log2　r・。…　　logm　r　　　　　　　　 　　　　　，
　　has　a　meaning．　Then
ψ（・）一券1・gM…，
（ro＜7・＜00），
where　ro　is　taken　suMciently large　so　thatψ（r）
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hence
Moreover
Therefore，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬ψ（・）dr－…
ψ一・ψ＋・－i－£（！ψ）
　　　　　　　　一・一券ω㎎・1・92・…1・gm・）
　　　　　　　　＝一（log　r　lo92　r…　logM　r十lo92　r　IO93　r・。・lo9冊r十…　　十lo9πしr）・
?1（???????＝〉??．??一? 　1　　　　十log　r
1
　　　　　　log　r　log2　r
（for　large　r）．
﹈
十…十
1。g、r．．≒。gMr）
Furthermore，
ρ一ip＝βrβ一1， ρ一ip＝β｛βr2（β一1）＋（β一1）rβ一2｝・
Hen㏄we　have
（i）　　ρ→oo　and　ρ＞0　　（7ro＜r＜Oo），
（玉i）　　　ρ一1ρ　＝　o（1）　　　（7●　→　∞），
（iH）2ψ一1ρ一1ρニ2βrβ　log　r　log2　r…　logπしr≧1　（f（）r　large　r），
（iv）ψ一1ρ一3ρ3＝：fi3　r3fi－2　log　r　log2　r…　logM　r＝o（1）　（r→oo），
（v）　ψ一1ρ一1P＝β｛βr2β一1＋（β一1）rβ一1｝lq9　r　log2　r…　logM　rニo（1）　（r→Oo）・
Therefbre，　if　we　supPose　that　Vi（r，ω）iS　o（1），　Vi（r，ω）and　V2（ちω）are　o（ψ），　then　we　have　the　estimate
（・8）　　ん。，。＿．．．，1卿）1・闘≧・∬1。欝『
f・・th…1・ti・n・f（3）・rith・V＝V・＋V2・（The　c・nstant　－2C・pP・a・ed　i・（4）iS・tm・b磁息th・p・esent　C　because
・h・righ・h・nd・id・・f（・8）di…ges　as　R－…）・bVi・u・ly・・hiS・（・）d・esn…a・i・砿・（・）－kd・一・・f・一・
k＞0，neverthele8s，（3）has　no　nontrivial　L2　solution・
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